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Ausstrahlung bei Stofen sehr schneller Elektronen.
Von C. F. v. Weizsiicker, zur Zeit in Kopenhagen.

(Eingegangen am 28. Fobruar 1934.)

Die Ausstrahlung wird in dem Koordinatensystem berechnet, in dem das stoBende

Elektron anfangs ruht. Das Coulombfeld des ,,vorbeifliegenden‘ gestoBenen

Atomkerns 158t sich dann als Strahlungsfeld auffassen; die Ausstrahlung ist

Streuung dieser ,,Strahlung® nach der Klein-Nishina-Formel. Das Resultat

ist innerhalb der verwendeten Néherung mit dem fritherer Rechnungen identisch.

Seine Herleitung und die Voraussetzungen fiir seine Giiltigkeit werden anschaulich
diskutiert.

Einleitung. Uber die Wechselwirkung zwischen schnellen Elektronen
und dem Strahlungsfeld sind in der letzten Zeit verschiedene Rechnungen
angestellt worden?). Es handelte sich dabei um die Ermittlung der Wahr-
scheinlichkeit der folgenden beiden Prozesse:

1. Emission eines ILichtquants bei der Geschwindigkeitsinderung,
die ein Elektron wihrend des Vorbeifliegens an einem Atomkern erleidet
(Bremsstrahlung).

2. Umwandlung eines sehr harten Lichtquants (hy > 2me?) in ein
negatives und ein positives Elektron unter der Einwirkung des elektrischen
Foldes eines Atomkerns (Paarerzeugung).

Die beiden Probleme sind mathematisch praktisch identisch; der erste
ProzeB bedeutet das Herabfallen eines Elektrons aus einem hoheren in
einen tieferen Zustand positiver Energie, der zweite die Emporhebung
eines Elektrons aus einem Zustand negativer Energie in einen Zustand
positiver Energie. Dementsprechend gehen die Formeln fir die Wahr-
scheinlichkeiten der beiden Prozesse — bei richtiger Beriicksichtigung
der fiir Emissions- und Absorptionswahrscheinlichkeiten verschiedenen
Dimensions- und Normierungsfaktoren — durch Anderung des Vorzeichens
der Energie des tieferen Zustandes auseinander hervor. DaB beide Prozesse
picht im Vakuum, sondern nur bei Anwesenheit eines Feldes stattfinden
kénnen, folgt aus der Bedingung der Erhaltung von Energie und Impuls;
der Atomkern muB den bei der Umwandlung von Elektronenenergie in
Strahlungsenergie entstehenden ImpulsexzeB itbernehmen.

1) W. Heitler, ZS. f. Phys. 84, 145, 1933; J. R. Oppenheimer u.
M. S.Plesset, Phys. Rev. 44, 53, 1933; W.Heitler u. F.8auter, Nature
132, 892, 1933; W.Heitler und H. Bethe, Proc. Roy. Soc. London (A)im
Erscheinen. Ich bin Herrn Dr. Sauter und Herrn Dr. Bethe fiir die brief-
liche Mitteilung ihrer Resultate sehr dankbar.
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Im folgenden soll auf eine Methode zur Behandlung des Problems
hingewiesen werden, die auf einen Gedanken von Fermil) zuriickgeht,
und die besonders von Williams?) auf verschiedene Probleme mit Erfolg
angewandt wurde. Diese Methode, die den Vorteil gréBerer Einfachheit
und Anschaulichkeit hat, erlaubt zwar im allgemeinen xiur eine niherungs-
weise Behandlung. Wir werden aber sehen, dall der prozentuale Fehler
beliebig klein wird, wenn nur die Anfangsenergie des Elektrons groB genug
war. Dies gilt jedenfalls fiir den im folgenden ausfithrlich behandelten Fall
des unabgeschirmten Coulomb-Feldes; bei der unmittelbaren Ubertragung
der Methode auf abgeschirmte Felder, die sich miihelos durchfithren 188t
(s. §4, 2), bleibt der Fehler dagegen noch von der GréBenordnung 1/log 187.
Da die Methode von einer anschaulichen Vorstellung ausgeht, die dem
ProzeB 1 (Brerssstrahlung) entspricht, wird im folgenden nur von diesem
die Rede sein; die Resultate lassen sich aber natiirlich sofort auf den Proze
der Paarerzeugung iibertragen.

§ 1. Klassischer Grenzfall. Es soll zundchst eine Abschitzung fir die
Ausstrahlung angegeben werden, die man nach der klassischen (d. h. hier
der relativistischen, aber nicht quantenmechanischen) Theorie zu erwarten
hatte (vgl. dazu auch Heitler, l.c. §6, 3).

Es fliege ein Elektron der Gesamtenergie &- mc? an einem Atomkern
der Ladung Ze vorbei. £ ist mit der Geschwindigkeit » = f¢ des Elektrons
durch die Gleichung .

§ = i—p 1)
verbunden. & sei grof gegen 1; wir vernachlissigen alle Effekte der GroBen-
ordnung 1/&. Wir diirfen ferner in dem Gebiet, in dem die klassische Rech-
nung itberhaupt einen Sinn hat, die Bahn des Elektrons im Kernfeld als
praktiseh geradlinig ansehen; der kleinste Abstand dieser Geraden vom
Kern (der StoBparameter) heifie r. Es erweist sich schon hier und noch
mehr in der quantenmechanischen Rechnung als bequem, die Berechnung
der Ausstrahlung in dem Koordinatensystem vorzunehmen, in dem das
Elektron anfinglich ruht (Ruhsystem), und erst nachtriglich durch Lorentz-
Transformation in das physikalisch interessierende System zurtickzukehren,
in dem der Kern rubt (Kernsystem). Alle im Ruhsystem gemessenen
GroBen sollen durch einen Strich bezeichnet werden. Ferner sollen noch

1) E.Fermi, ZS. f. Phys. 28, 315, 1924. — 2) E. J. Williams, Proe.
Roy. Soc. London (A) 139, 163, 1933, sowie eine im Eracheinen begriffene Fort-
setzung dieser Arbeit.
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zwei Abkiirzungen eingefithrt werden: die Compton-Wellenlinge heifie 27 2,
der Elektronenradius d:

)
KON 17 @

me’ me?’ 62

Wir haben nun das Feld des Kerns im Ruhsystem zu bestimmen.
Es ergibt sich aus dem ruhenden Coulomb-Feld, das im Kernsystem besteht,
nach den bekannten relativistischen Transformationsformeln (| und L
beziehen gich auf die Richtung des fiir die Transformation charakteristischen
Geschwindigkeitsvektors v):

1 .

(€+ v 51),
- i—p

1

(8—Z0e),

Vi—p
Die zur Flugrichtung senkrechte Komponente des Kernfeldes wird also
mit dem Faktor § multipliziert; wir konnen daher die parallele Komponente
gegen sie vernachlissigen. Dagegen wird durch die Lorentz-Kontraktion
die Breite des Gebiets, in dem eine merkliche Kraft herrseht, und damit
die Dauer ¢ des StoBprozesses um den Faktor 1/& herabgesetzt. Da das
Elektron anfangs ruht und, solange r>> Z - d, durch den StoB im ganzen
eine wesentlich kleinere Geschwindigkeit als ¢ erhilt, konnen wir die
pro Zeiteinheit ausgestrahlte Energie S’ nach der Formel

2 ¢?
303(

) (3a)

Sy =9 O = s (8h)

§ = 2% 4
berechnen; fir die im ganzen ausgestrahlte Energie ' - mc® ergibt sich
daraus bei Einsetzung eines mittleren Feldes fir die ganze StoBdauer
grofenordnungsmifig
e e® ¢ & (Ze \2 r d?

2 g — - e s | — - —_ = 2 .. "‘. )
7me g t~c3<m> t_c'”' m? <r2 5) 13 erfmc (5)

Um hieraus die im Kernsystem ausgestrahlte Energie berechnen zu
konnen, miissen wir noeh ihre Verteilung itber die Richtungen im Raum

beachten. Zufolge der Transformationsformel fiir die Energie, die fiir
Licht die Form

E—fep, _ o
E = Vl——ﬂ2 = E'(1—Bcos®) ¢ (6)
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(@ = Winkel zwischen-der Flugrichtung des Kerns und ‘der Emissions-
richtung der Strahlung im Ruhsystem) apnimmt, wird in dér Flugrichtung
des Kerns emittierte Strahlung mit dem Faktor (1 —pg) & ~ 1/, &, ent-
gegengesetzt gerichtete Strahlung dagegen mit dem Faktor (1 +8) & ~2¢&
multipliziert. Andererseits ist die emittierte Strahlung axialsymmetrisch
um die Richtung der Beschleunigung des Elektrons verteilt, die ihrerseits
auf der Flugrichtung des Kerns senkrecht steht; man hat daher (5) noch mit
einem Faktor der GroBenordnung & zu multiplizieren. So folgt

ds -
77-’_22_’;;52- (7

/&, der Bruchteil der Gesamtenergie, der beim Stoflabstand r emittiert
wird, iber alle moglichen StoBabstinde integriert, liefert den ,,Wirkungs-
querschnitt des Kerns fir diesen Strahlungsproze.- Wir wollen uns jedoch
bei der Integration auf diejenigen StoBabstinde beschrinken, bei denen die
Voraussetzung von (7), die klassische Theorie der Ausstrahlung, noch
gilt, und den Teil des Wirkungsquerschnitts, den wir so erhalten, dann
mit dem von Heitler und Sauter quantenmechanisch berechneten Ge-
samtquerschnitt vergleichen.

Die Gultigkeitsgrenze der klassischen Rechnung ergibt sich daraus,
daB wir das Elektron quantentheoretisch nicht genauer als mit einer Orts-
unbestimmtheit Az >> %i/me lokalisieren diirfen, weil sonst seine in die Be-
rechnung der Ausstrahlung eingehende Geschwindigkeit vollig unbestimmt
wird. Ein solches Wellenpaket wird sich aber nur solange nach der klassischen
Theorie bewegen, als das dullere Feld nicht auf Strecken von der GroBen-
ordnung Ax merklich variiert. Die Breite, innerhalb deren das lorentz-
kontrahierte Coulomb-Feld stark variiert, ist aber r/&. Also gilt die klassische
Rechnung unter der Bedingung

r> A (8)
Der Beitrag des durch (8) erlaubten Gebiets zum Wirkungsquerschnitt ist
¢ ne  pa
Gitase. 2 grdr e SE 9
73

Die Formel von Heitler und Sauter lautet dagegen
2 d2

q-:zm‘,i7 [410g2§-—-§]- (10)

Unsere Abschitzung hat also nahezu die richtige GroBenordnung geliefert.
Die durch das logarithmische Glied in (10) ausgedriickte Abhingigkeit
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des Wirkungsquerschnitts von & ergibt sich jedoch erst durch eine Beriick-
gichtigung der kleineren Stofradien, zu der ein quantenmechanisches
Analogon der Methode dieses Paragraphen notwendig ist.

§2. Idee der quantenmechanischen Rechnung.  Fehlerabschitzung.
Wollten wir die klassische Rechnungsweise unmittelbar in die Quanten-
mechanik @ibertragen, so wirde die Rechnung sehr kompliziert. Wir kénnen
die Schwierigkeiten jedoch an eine Stelle schieben, wo sie seit langem
gelost sind, indem wir das Kernfeld als Strahlungsfeld auffassen, und die
Ausstrahlung durch das Elektron, die es verursacht, als Streuung nach der
Formel von Klein und Nishina berechnen.

Ziwar 140t sich das Coulomb-Feld als Ganzes nicht wie ein Strahlungsfeld
als Superposition transversaler ebener Wellen darstellen, da es nicht di-
vergenzirei ist. Fir die Berechnung der Ausstrahlung ist jedoch nur der
zeitliche und ridumliche Verlauf des Feldes in dem Raumgebiet wichtig,
in dem sich das Elektron befindet. Wenn dieses Gebiet klein ist, so daB
man darin von der Variation der Feldstarken senkrecht zur Fortpflanzungs-
richtung der Felderregung (d.h. zar Flugrichtung des Kerns) absehen
kann, und wenn die Geschwindigkeit des Kerns und damit seines ganzen
Feldes sich von der Lichtgeschwindigkeit nur noch wenig unterscheidet,
so 1aBt sich der Gesamtverlauf des Feldes in diesem Gebiet nahezu als
Uberlagerung transversaler ebener Wellen darstellen, die sich in der Flug-
richtung des XKerns fortpflanzen; man hat dann also nur den zeitlichen
Verlauf der TFeldstirken fiir jeden StoBabstand einzeln einer Fourier-
Analyse zu unterwerfen.

Wir wollen den Genauigkeitsgrad dieser Anniherung untersuchen.
Die Ersetzung des Kernfeldes durch ein Strahlungsfeld enthslt vier Un-
genauigkeiten:

1. Das Kernfeld bewegt sich nicht genau mit der Lichtgeschwindigkeit.

2. Das Kernfeld ist nicht streng transversal.

8. Elektrische und magnetische Feldstirke sind im Kernfeld nicht

genau gleich groB.

4. Das Kernfeld variiert auch innerhalb des vom ZXlektron ein-

genommenen Raumgebiets noch senkrecht zur Bewegungsrichtung.

Die erste Ungenauigkeit ist von der GrofSenordnung 1/£2. & ist ja mit
der Kerngeschwindigkeit durch (1) verbunden; daraus folgt

e—ov . __1. 11
T =1—8=3g (11)
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Die zweite Ungenauigkeit ist von der GroBenordnung 1/5. Denn
nach (8) unterscheiden sich die senkrechten Feldkomponenten von den
parallelen um den Faktor &.

Die dritte Ungenauigkeit ist naech (11) wieder von der GréBenord-
nung 1/&% da sie nur davon herrithrt, daf in (8a) €, in (3b) dagegen

[_% (E] vorkommt.

Die vierte Ungenauigkeit hingt vom StoBabstand ab. Da das Wellen-
paket des Elektrons mindestens die Breite A haben muB, ist die Variation
der Feldstirke quer durch das Wellenpaket

0E 2Ze

und die relative Variation
A€ 22
€ =7 a8

Dies ist ~ 1/& fiir r = A& und: wird von der Grofenordnung 1 fir r = 4.
Fir r << A wiirde die Methode also véllig versagen; da die Rechnung jedoch
zeigen wird, daf die Ausstrahlung schon béim StoBabstand r ~ A& wesent-
lich zu werden beginnt, wird der relative Fehler, den die Vernachlissigung
dieser Variation verursacht, im Mittel iiber alle StoBabstinde > A doch
mit wachsendem & verschwinden.

Wir diirfen also erwarten, daB unsere Methode bis auf Fehler der
GroBenordnung 1/6 die richtige Ausstrahlungswahrscheinlichkeit liefert,
wenn wir noch zeigen konnen, daB bei StoBabstinden << 4, wo sie nicht
mehr zustindig ist, keine mit dem integrierten Effekt fur groBere r ver-
gleichbare Ausstrahlung mehr erfolgt. Um das einzusehen, vergleichen
wir ein Wellenpaket in grofem Abstand vom Kern mit einem Wellenpaket,
durch das (im Ruhsystem) der Kern hindurchfliegt. Im ersten Fall er-
fahren, wegen der Konstanz der Kraft quer durch das Wellenpaket, alle
seine Teile dieselbe Beschleunigung, und die von den verschiedenen Raum-
punkten im Wellenpaket emittierten Strahlungen werden sich in der Weise
superponieren, wie es bei der Ableitung der Klein-Nishina-Formel voraus-
gesetzt ist. Im zweiten Fall erfahren dagegen solche Teile der Ladungs-
verteilung, die auf verschiedenen Seiten der Bahn des Kerns liegen, Be-
schleunigungen von entgegengesetzter Richtung, und die von ihnen emit-
tierten Strahlungen schwingen daher mit entgegengesetzter Phase. Solange
das Wellenpaket klein ist gegen die Wellenlinge des emittierten Lichtes,
wird seine Ausstrahlung infolgedessen durch Interferenz ausgeloscht werden.
Nun zeigt die Rechnung (vgl. §4, 1), daB von allen Wellenlingen, die in
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der Fourier-Analyse des Coulomb-Feldes enthalten sind, nur die (verglichen
mit der Halbwertsbreite des lorentzkontrahierten Feldes bei den ent-
scheidenden StoBradien) langen Wellenléngen der GroBenordnung 4 fir die
Streuung wesentlich sind. Die Wellenpakete, mit denen wir noch rechnen
diirfen, sind also nicht mehr wesentlich groBer als die Wellenlinge des
Streulichtes, und wir haben daher auch kein Anwachsen der Ausstrahlung
mehr zu erwarten, wenn sie dem Kern so nahe kommen, daff er durch sie
hindurchiliegen kann. Wir werden folglich in den kiinftigen Rechnungen ~ 2
als minimalen StoBabstand einsetzen.

§ 3. Berechnung der Ausstrahlung im Coulomb-Feld. Sei iw = o - mc?
die Energie des emittierten Lichtquants (¢ = «/& bezeichne dieselbe Energie,
gemessen in Einheiten der Primérenergie des Elektrons), so ist nach den
Rechnungen von Heitler und Sauter der differentielle Wirkungsquer-
schnitt fiir die Kmission eines Quants zwischen & und ¢ 4 de

_ 47’ de

dg = =7 ?[g(l-——a) —+ s“](logQE

1—e¢ 1) (14)

€

Diese Formel soll folgendermaBen abgeleitet werden: Zundchst wird
fir jeden StoBabstand die Fourier-Analyse des itber das Elektron weg-
streichenden Kernfeldes vorgenommen. Aus jeder Komponente wird ein
gewisser Bruchteil herausgestreut mit einer aus der Klein-Nishina-Formel
folgenden Intensititsverteilung iiber die Streuwinkel. Die Frequenz w’
des gestreuten Lichtes folgt aus der Frequenz w; der Komponente, der es
entstammt, und dem Streuwinkel nach der Comptonschen Formel. Nun
geht man durch Lorentz-Transformation ins Kernsystem iiber und fafit
alle diejenigen Streustrahlungen zusammen, die hier Frequenzen zwischen & -
und ¢ + de haben. Zu jeder Streurichtung gibt es nur eine primire Fourier-
Komponente, die nach der Energie-Impulsbedingung beim Compton-
Effekt gerade die richtige gestreute Frequenz liefert; somit ist nur eine
einmalige Integration itber alle Streuwinkel und dann eine Integration
iiber alle Stofiabstinde notwendig. GréBen der Ordnung 1/&, fir die das
Verfahren nach § 2 ohnehin versagt, sollen bei dieser Rechnung stets ver-
nachlassigt werden.

Wir haben zunéichst die Intensitat der auf das Elektron fallenden
»Strahlung® zu bestimmen, d. h. die in der Zeiteinheit durch die Flachen-
einheit tretende Energie. Sie ist gegeben durch den Poyntingschen
Vektor

[+
S = [-[EH]. (15)
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Da die im ganzen eingestrahlte Energie endlich ist (der Energieinhalt

des Coulomb-Feldes in dem unendlich langen Zylinder, den das Elektron

beim Stof durchstreicht), interessiert uns das Zeitintegral von & bzw. sein
Absolutbetrag

8 Z%¢

[|6|dt——27—3§. (16)

Zur spektralen Zerlegung dieses Feldes brauchen wir die Fourier-

Komponenten der elektrischen Feldstirke; da wir von dieser nur den zur

Bahn senkrechten Anteil beriicksichtigen, der in der Zeit symmetrisch ist,

schreiben wir

10,
€, = —:jf(wo)COSwotdwo (17)
Vn
1)
und erhalten ]
+ o0 +oo

, 1 , Zeé rcos wotdt

f(wo) = ﬁf@L cos wot di = ‘/; T c?§2t2 3, (18)

— 50 + oo
BEs gilt dann
o0 + 20 + oo
4

[/2 () de) = j@idt _ [ eslat=2r. )
0 — —

¢
in
pro Frequenzintervall zu bezeichnen und als Ausgangspunkt fir die Be-
rechnung der Streuung nach der ja nur auf monochromatisches Licht
anwendbaren Klein-Nishina-Formel zu verwenden. Diesem Rechenver-
fahren liegt natiirlich die Voraussetzung zugrunde, dal die Wirkungen
der verschiedenen Frequenzen in der Fourier-Analyse iberhaupt getrennt
berechnet werden diirften, d. h. daB es erlaubt sei, von der zwischen ihnen
bestehenden Phasenbeziehung abzusehen (zur Rechtfertigung dieser An-
nahme vgl. §4, 8.).

Die Auswertung des Integrals (18) fithrt auf Zylinderfunktionen;
bei dem hier angestrebten Genauigkeitsgrad geniigt jedoch die folgende
Schematisierung. Die in (18) als Faktor von cos co(') t auftretende Feldstarke
hat als Funktion der Zeit ein steiles Maximum bei ¢ = 0; solange 1/w,
klein ist gegen die Halbwertsbreite dieser Funktion (d. h. gegen die StoBzeit)

f2 () als das Zeitintegral der Intensitét

Daher liegt es nahe, F,; =
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ist der cos mit ihr verglichen langsam verinderlich, und f (w,) hat nahezu

den konstanten Wert
+ oo

. & 1 2Ze

f<w0<7)—_v—EJ'(EJ_(t)dt_ L (20)
Ist 1/w;, umgekehrt groB gegen die StoBzeit, so verschwindet das Integral
dureh Interferenz. Wenn wir f unterhalb einer gewissen Grenzfrequenz
konstant annehmen und oberhalb derselben gleich Null setzen, begehen

wir daher keinen grofen Fehler; der besondere Umstand, da8 sich éiberhaupt

2

nur die kleinen Prim#rfrequenzen wy ~ —— als wesentlich erweisen

A
(vgl. § 4, 1.), bewirkt, daB die Abweichung in der hier vernach-
lassigten GroBenordnung bleibt. Die Grenzfrequenz setzen wir un-
gefdhr gleich der StoBzeit; ihre genaue Festlegung [d. h. die exakte
Angabe des Faktors k in Gleichung (21), dessen GroBenordnung 1
ist] wird sich fir unsere Zwecke als unnotig herausstellen. Fiihren

’

wir noch die dimensionslose Frequenzvariable o, = — ein, so folgt

m ¢?
72 g2
28 qay (o < kA5,
, nr?l r
F,doy, = e (21)
0 , 4S
0 <0(0 > k—,r—>'

Nach Klein und Nishina ist nun die aus dem Frequenzintervall doco'
ins Winkelintervall d £ gestreute Energie
me®.dy (1, «y, O)

—F cf_ 1+ cos? @ (1 'y (1—cos @)
T T 9 [T+ op (1—cos @) F Bt (1+cos?@){1+e (1—cos @)]

)da;dg. (22)

Die Primérfrequenz o, hingt mit der gestreuten Frequenz o' nach der
Comptonschen Formel

. o
% = 1— o' (1 — cos ©)

(28)
zusammen; aus o und @ folgt die gestreute Frequenz im Kernsystem
nach (6). (23) und (6) ergeben zusammen

. £ do — de
T AT (1—c0s0) T [T— e (1— cos 6)

(24)
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Damit erhalten wir fur die in das Frequenzintervall de und das Winkel-
intervall d£2 gestreute Energie aus (28)

2
me-dn(re @) = FE%[(1+ c0s?@) (1—e) + e*]dedQ. (@

5)
F, hat denselben konstanten Wert wie F,; in (21); die Bedingung oc;) << /E
. . == r
formt sich nach (24) um in
ro
1—e (1 T
k

cos @ é —lf> . (26)

1—e¢

Diese Bedingung hat ungefihr den folgenden anschaulichen Sinn: Das
Coulomb-Feld enthilt nicht beliebig hohe Frequenzen, und es ist daher
unter Umsténden die vorgegebene Endfrequenz & so hoch, daB sie im Streu-
licht gar nicht mehr vorkommen kann. Dies geschieht nach (26) am frithesten
bei kleinen Streuwinkeln @ ; denn hier verliert das Licht zwar beim Compton-
Effekt nur wenig Energie, seine Frequenz wird aber durch die Lorentz-
Transformation, die den Kern exakt zur Ruhe bringt, sehr stark herab-
gesetzt. Das unter & = n gestreute Licht hat dagegen hochstens (bei
unendlich harter Primirstrablung) die Compton-Frequenz, gewinnt aber
durch die Lorentz-Transformation wieder den Faktor 2 £. Bei hinreichend
kleinen Maximalfrequenzen der Fourier-Analyse des Coulomb-Feldes
(d. h. bei hinreichend groBen StoBabstinden) wird jedoch die Streustrahlung
unter keinem Winkel mehr gentigend frequent sein; dem entspricht, dafl (26)
itlberhaupt nur erfullbar ist, solange

T 2(1—¢)
s
Die im ganzen in das Frequenzintervall de¢ emittierte Energie ergibt
sich durch Integration von (25) tber alle durch (26) erlaubten Winkel.
Die Rechnung wird noch vereinfacht, wenn wir von vornherein die Be-
dingung (27) in Betracht ziehen. Sie besagt, daB r/A& (auber fur die im
Gesamtresultat unwichtigen sehr kleinen Werte von &) nicht wesentlich
groBer als 1 werden kann. An der unteren Grenze (~ 1) ist diese GroBe
von der Ordnung 1/&, und wir erhalten daher, wenn wir sie in den Formeln
neben GréBen der Ordnung 1 vernachléssigen, im ganzen nur einen Fehler
in den Gliedern der Ordnung 1/&.
Damit reduziert sich (26) auf die triviale Bedingung cos ® < 1, und
wir erhalten

(27)

2

dy(r,e) = 2”F87:c“‘ [g(l-—a) + e“]de. (28)
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Die Ausstrahlungswahrscheinlichkeit ist gleich dieser Energie, dividiert
durch die Energie des emittierten Quantums:
dy 2 Ztd
[5-

dwne =7 =7 7n

&) +e ] (29)

Der differentielle Wirkungsquerschnitt wird schlieflich

ak;.g‘:—‘

dg(e) =2mn J‘dw(r, grdr= 41Z;7dz[§(]_8)+€2]10g%i§__@.%f. (80)
2

Dieser Ausdruck ist mit dem ersten Glied von (14) bis auf den Zahlfaktor k
unter dem Logarithmus identisch; die darin liegende Unbestimmtheit
ist jedoch bereits von der GroBenordnung der hier vernachlissigten Glieder.

§ 4. Erliuterungen und Ergdinzungen. 1. Verzichten wir auf Ableitung
des differentiellen Wirkungsquerschnitts, so 1a6t sich der fir die Formel
von Heitler und Sauter charakteristische Faktor log & durch die folgende
zusammentassende Uberschlagsrechnung anschaulich herleiten. Die am
Ort des Klektrons im ganzen durch die Fldcheneinheit tretende Energie
ist groBlenordnungsmiBig gleich dem Energiestrom mal der StoBzeit ¢,
d. h. nach (15) und wegen || ~ |$|:

Fre@l, L (81)

‘Die Fourieranalyse des Kernfeldes enthalt mit gleicher Intensitit alle
Frequenzen von Null bis 1/t. Die Energie pro Frequenzintervall ist also

7 3 2 ,2
F, dw0~c@ﬂt2dw0—c( 35) (cr)d '—ZMZ do,  (82)

Von allen Primérfrequenzen haben wir nun tiberhaupt nur diejenigen zu
2

beriicksichtigen, die nicht wesentlich grofier als ”L;:—- (g = 1) sind. Denn

wie sich aus (22) durch Lorentz-Transformation und Integration iiher die
Winkel herleiten 1a8t, nimmt die Ausstrahlungswahrscheinlichkeit fir

lo 1 . .
groBe o, wie gao ab. Der Faktor —, um den sich dieser Ausdruck

P oty
von der Streuwahrscheinlichkeit nach Klein und Nishina unterscheidet

<diese geht ja mit 13%), rithrt von der Lorentz-Transformation her:
%o

der gréfite Teil der gesamten Streuenergie geht nach vorn — fiir groBe o

1

wird die Halite der Energie in das Winkelintervall zwischen & = L+ —
%o
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gestreut —, und dieser Anteil erhélt bei der Lorentz-Transformation einen
sehr kleinen Faktor. Die gesamte ansgestrahlte Energie wird also
m e
4
n o Ed F% dwy = &d?
0
Der Faktor d?, der in (83) auftritt, rithrt von der Thomson- bzw. Klein-
Nishina-Formel her, der Faktor & von der Lorentz-Transformation (vgl. § 1).
Bei der Integration @ber die StoBabsténde wihlen wir nun als untere Grenze
wieder 4, und als obere Grenze A&, da oberhalb dieses Abstandes nach § 1
die klassische Abschitzung gilt, deren Gesamtergebnis von der hier ver-
nachlissigten GroBenordnung ist. So folgt fir den Wirkungsquerschnitt

me® Z2e* 7 42 Eme?

o0
hoert 187 r? (33)

1t 26
~ /B Z2a (dr ?2_6121
1= j Eme o7 187 ) r 187 8 2 (84)
i i

2, Da wesentliche Beitrige zur Ausstrahlung, insbesondere das
logarithmische Anwachsen mif & von groBen StoBabstinden herrithren,
ist es klar, daB die Beriicksichtigung der Abschirmung die Formel wesentlich
dndern wird. Qualitativ 148t sich die Anderung leicht ibersehen, wenn wir
als obere Grenze der Integration in (84) nicht A&, sondern (fiir & > 187 Z~ 'ls)
den Abschirmungsradius a,Z~ /3 (a, = Wasserstofiradius) einsetzen; wir

erhalten

2R e - 2@ 181
4~ qgr log =7 — =gy lg 7 (85)

in Ubereinstimmung mit der ersten Naherung der von Bethe (I.¢.) ab-
geleiteten Formel.

In der bisher benutzten, hier freilich nicht mehr sehr genauen Niherung,
in der das erste, logarithmische Glied der Formel fir den Wirkungsquer-
schnitt als groB gegen die iibrigen angesehen wird, 148t sich iibrigens auch
der differentielle Wirkungsquerschnitt fiir ein abgeschirmtes Feld nach der
Thomas-Fermi-Methode ohne neue Rechnung bestimmen. Zunachst ist
es klar, daB sich fir Frequenzen des emittierten Lichtes, bei denen der
durch (27) gegebene obere Grenzradius kleiner ist als der Abschirmungs-
radius, gar nichts dndert. Fir die tibrigen Frequenzen haben wir zu beachten,
daf} (28), vom Werte der Funktion F, abgesehen, ohne Bezugnahme aunf
die spezielle Form des Atompotentials abgeleitet ist. Bei StoBabstinden,
die klein gegen den Abschirmungsradius sind, gilt das Cotlomb-Gesetz
in hinreichender Naherung; hier dirfen wir daher fiir F, den im Coulomb-
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Feld giltigen Wert benutzen. Im fuBeren Gebiet fillt F, relativ rasch gegen
Null ab. Wir beriicksichtigen das hinreichend genau durch Einsetzung
eines StoBabstandes der GroBenordnung ay,Z~ '3 als oberer Integrations-
grenze; der Faktor von der Grofenordnung 1, um den dieser Abstand
dabei unbekannt bleibt, tritt nur unter dem Logarithmus auf, wo in der
verwendeten Methode ohnehin ein Zahlfaktor unbestimmt ist. Wir er-
halten so

4723 4 187 de

8. Schlieflich soll ein moglicher Einwand gegen die hier verwendete
Rechenmethode noch kurz besprochen werden. Wir haben die Streuung
jeder Fourier-Komponente fiir sich berechnet, ohne uns um die Phasen-
beziehung zu kiimmern, die zwischen ihnen besteht. Es ist die Frage,
ob nicht die Interferenz der Streuwellen unsere Resultate firr die emittierte
Energie #ndern konnte. Zur Illustration der Wichtigkeit der Phasen-
beziehungen konnte darauf hingewiesen werden, dal das Coulomb-Feld
einen einseitigen Stof auf das Elektron ausitbt, wihrend die einzelnen
ebenen Wellen, aus denen wir es superponieren, die Richtung auf den
Kern zu gar nicht vor der vom Kern weg auszeichnen.

Die Niherung, in der die Phasenbeziehungen wichtig werden, ist
jedoch von der hier verwendeten verschieden. Z. B. wird ja die Einseitigkeit
des Coulomb-Feldes formal durch die Fourier-Komponente mit unend-
licher Wellenlinge beschrieben; die physikalische Schwierigkeit besteht
nur darin, daB beim Stof ein endlicher Energiebetrag auf das Elektron
iibertragen wird, dem eine Energieentnahme aus den Fourier-Komponenten
eines endlichen Frequenzbereiches entsprechen mufi. D. h. die Einseitigkeit
des Stoles wird ein Problem erst in der Naherung, in der wir uns fiir die
Rickwirkung des Elektrons auf das primire Strahlungsfeld interessieren
miissen. Hierin spricht sich der allgemeine Sachverhalt aus, daB wir die
Wirkungen eines Feldes auf ein Elektron solange unabhingig superponieren
diirfen, als die Kopplung zwischen ¥eld und Elekéron klein ist.

Uber die Gultigkeitsgrenzen dieser Voraussetzung, die natiirlich auch
dem Naherungsverfahren der eingangs zitierten Arbeiten zugrunde liegt,
fihren unsere bisherigen Betrachtungen zu folgendem SchluB. Allgemein
ist ein Versagen der Niherung erst zu erwarten, wenn Lineardimensionen
von der GroBenordnung des Elektronenradius wesentlich ins Spiel kommen.
Da fiar £ > 187 die Fourier-Analyse des Coulomb-Feldes auch fiir StoB-
radien > 4 Wellenlétpgen von dieser GroBenordnung enthalt, wiirde man
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zuniichst vermuten, daB & ~ 187 die obere Grenze firr die Giiltigkeit
unserer Formeln wire. Hier ist aber zu beachten, daf nach Nr.1 dieses
Paragraphen der gesamte Effekt von Wellenlingen herriihrt, die nicht
wesentlich kleiner als A sind, unabhingig davon, wie kurzwellige Fourier-
Komponenten das Feld noch enthilt. Wenn wir also nur die plausible
Annahme machen, dafl die sehr kurzen Wellenlingen nicht wieder groBen-
ordnungsmaBig stirker gestreut werden, als es nach Klein-Nishina
zu erwarten wire, diirfen wir unsere Formeln auch fiir beliebig grofie &
noch als richtig ansehen.

Die vorliegende Arbeit ist die Ausarbeitung der Resultate einiger
Diskussionen, die vom September 1933 an im Kopenhagener Institut
unter Leitung von Herrn Prof. N.Bohr stattfanden, und zu denen vor
allem die Herren G.Beck, W.Heisenberg, L.Landau, E.Teller
und E. J. Williams wesentliche Beitriige lieferten. — Ich méochte diese
Gelegenheit gern benutzen, um Herrn Prof. Bohr fiir die schone und frucht-
bare Zeit, die ich in seinem Institut zubringen durfte, meinen hergzlichsten
Dank auszudriicken.
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