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Ausstrahlung bei StSBen sehr schneller Elektronen. 

Von C.F.v. Weizsiieker, zur Zeit in Kopenhagen. 

(Eingegangen am 28. Februar 1934.) 

Die Ausstrahlung wird in dem Koordinatensystem bereehnet, in dem alas stol3ende 
Elektron anfangs ruht. Das Coulombfeld des ,,vorbeifliegenden" gestol3enen 
Atomkerns l~/3t sich dann als Strahlungsfeld auffassen; die Ausstrahlung ist 
Streuung dieser ,,Strahlung" naeh der Klein-Nishina-Formel. Das Resultat 
ist innerhalb der verwendeten N~herung mit dem friiherer Rechnungen identiseh. 
Seine Herleitung und die Voraussetzungen fiir seine Gtiltigkeit werden ansehaulieh 

diskutiert. 

Einleitung. Uber die Wechselwirkmag zwischen sehnellen Elektronen 
mad dem S~ra~hlungsfeld sind in der letzten Zeit versehiedene Rechnmagen 
angestellt wordenl). Es handelte sich dabei um die Ermittlung der Wahr- 

seheinlichkeit der folgenden beiden Prozesse: 
1. Emission eines Lichtquants bei der Geschwindigkeits~ndermag, 

die ein Elektron w~hrend des Vorbeifliegens an einem Atomkern erleidet 

(Bremsstrahlung). 
2. Umwandlung eines sehr harten Liehtquants (by ~ 2 mc~) in ein 

negatives und ein positives Elektron unter der Einwirkung des elektrischen 

Feldes eines Atomkerns (Paarerzeugung). 
Die beiden Probleme sind mathematisch praktisch identisch; der erste 

Prozel~ bedeutet das Herabfallen eines Elektrons aus einem hSheren in 

einen tieferen Zustand positiver Energie, der zweite die Emporhebung 
eines Elektrons aus einem Zustand negativer Energie in einen Zustand 
positiver Energie. Dementspreehend gehen die Formeln fiir die Wahr- 
scheinlichkeiten der beiden Prozesse - -  bei richtiger Beriicksiehtigmag 
der flit Emissions- und Absorp~ionswahrseheinliehkeiten verschiedenen 
Dimensions- und Normierungsfaktoren - -  dutch _~nderung des Vorzeichens 
der Energie des tieferen Zustandes auseinander hervor. Dal3 beide Prozesse 
nieht im Vakuum, sondern nut bei Anwesenheit eines Feldes stattfinden 
kSnnen, folgt aus der Bedingmag der Erhaltmag yon Energie mad Impuls; 
der Atomkern muB den bei der Umwandlung yon Elektronenenergie in 
Strahhmgsenergie entstehenden Impulsexzel~ iibernehmen. 

a) W. Hei t le r ,  ZS. f. Phys. 84, 145, 1933; J. R. Oppenheimer  u. 
M.S. P lesse t ,  Phys. Rev. 44, 53, 1933; W. He i t l e r  u .F .  Sauter ,  Nature 
132, 892, 1933; W. He i t i e r  und I-I. Bethe,  Proe. Roy. Soe. London (A) im 
Erscheinen. Ieh bin Herrn Dr. Sauter  und Her rn  Dr. Bethe ftir die brief- 
liche Mitteilung ihrer Resultate sehr dankbar. 
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Im folgenden soll auf eine Methode zur Behandlung des Problems 
hingewiesen werden, die auI einen Gedanken von F e r m i  1) zuriickgeht, 
und die besonders von Wi l l i ams  ~) auf versebiedene Probleme mit Edolg 
angewandt wurde. Diese Methode, di e den Vorteil g~St~erer Einfaehheit 
und Anschauliehkeit hat, erlaubt zwar im allgemeinen nur eine n~herungs- 
weise Behandlung. Wit werden abet sehen, dal~ der prozentuale Fehler 
beliebig klein wird, wenn nur die Anfangsenergie des Elektrons gro~ genug 
war. Dies gilt.jedenfalls fiir den im folgenden ausfiihrlieh behandelien Fall 
des unabgesehirmten Coulomb-Feldes; bei tier unmittelbaren •bertragung 
der Methode auf abgesehirmte Felder, die sieh miihelos durehftthren l~,l~t 
(s. w 4, 2), bleibt der Fehler dagegen noeh yon der GrSl~enordnung 1/log 137. 
Da die Methode yon einer ansehauliehen Vorstellung ausgeht, die dem 
Prozel~ 1 (Bremsstrahlung) entsprieht, wird im folgenden nut yon diesem 
die Rede sein; die Resultate lassen sieh abet nattirlieh sofort auf den Prozel] 
der Paarerzeugung tibertragen. 

w 1. Klassischer Grenz/all. Es soll zuni~ehst eine Absch~tzung flit die 
Ausstrahlung angegeben werden, die man naeh der klassisehen (d. h. bier 
der relativistischen, abet nieht quantenmechanisehen) Theorie zu erwarten 
h~tte (vgl. dazu auch H e i t l e r ,  1. e. w 6, 3). 

Es fliege ein Elektron der Gesamtenergie ~- mc ~ an einem Atomkern 
der Ladung Z e vorbei. ~ ist mit der Gesehwindigkeit v ---- fl c des Elektrons 
dutch die Gleichung 

1 

-- V1 - -  fl~ (1) 

verbunden. ~ sei grol~ gegen 1 ; wir vernachl/issigen alle Effekte der GrSi~en- 
ordnung 1/~. Wir diirfen ferner in dem Gebiet, in dem die klassische Reeh- 
hung iiberhaupt einen Sinn hat, die Bahn des Elektrons im Kernfeld als 
praktisch geradlinig ansehen; der kleinste Abstand dieser Geraden yore 
Kern (der Sto~parameter) heil~e r. Es erweist sieh sehon bier und n0ch 
mehr in der quantenmeehanischen Rechnung als bequem, die Berechnung 
der Ausstrahlung in dem Koordinatensystem vorzunehmen, in dem das 
Elektron anfiinglieh ruht (Ruhsystem), und erst naehtr/~glieh durch Lorentz- 
Transformation in das physikaliseh interessierende System zuri~ekzukehren, 
in dem der Kern ruht (Kernsystem). Alle im Ruhsystem gemessenen 
GrSl~en sollen dureh einen Strieh bezeiehnet werden. Ferner sollen noeh 

1) E. Fermi,  ZS. f. Phys. 29, 315, 1924. -- 3) E. J. Williams, Proc. 
Roy. Soc. London (A) 139, 163, 1933, sowie eine im Erscheinen begri~fene Fort- 
setzung dieser Arbeit. 
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zwei Abkiirzuflgen eingeffihrt werden: die Compton-Wellenl~nge heiBe 2 ~ 2, 
der Elektronenradius d: 

e "~ /~e d ; , =  h d = - -  a ~-  . (2) 
m ~ '  97zo 2 ' 

Wir haben nun das Feld des Kerns im Ruhsystem zu bestimmen. 
Es ergibt sioh aus dem ruhenden Coulomb-~eld, das im Kernsystem besteht, 
naeh den bekannten relativistischen Transformationsformeln (11 und J- 
beziehen sich auf die Richtung des fiir die Transformation charakteristisehen 
Gesohwindigkeitsvektors D) : 

~', = ~,, ,  ~', = , (aa) 

( ~ _  I ~])~_ 
r 

-~,, = 5 , , ,  5 2  ----- (Sb)  
Vl --fl~ 

Die zur Flugrichtung senkrechte Komponente des Kernfeldes wird also 
mit dem Faktor ~ multipliziert; wir kSnnen daher die parallele Komponente 
gegen sie vernachl~ssigen. Dagegen wird dutch die Lorentz-Kontraktion 
die Breite des Gebiets, in dem eine merkliche Kraft herrseht, und damit 
die Dauer t des StoBprozesses um den Faktor 1/~ herabgesetzt. Da das 
Elektron anfangs ruht und, solange r >~ Z .  d, dutch den StoB im ganzen 
eine wesentlieh kleinere Gesehwindigkeit a l s c  erhalt, kSnnen wir die 
pro Zeiteinheit ausgestrahlte Energie S' nach der Formel 

S' 2 e ~ = ~ ~ (~)~ (4) 

berechnen; f~r die im ganzen ausgestrahlte Energie ~ ' -me ~ ergibt sich 
daraus bei Einsetzung eines mittleren Feldes far die ganze StoBdauer 
grSBenordnungsm~l~ig 

~fmc~-- - -S ' . t~cSkm ] t---- eS.m- ~. fi-~ ~ - ~ m c " .  (5) 

Um hieraus die im Kernsystem ausgestrahlte Energie berechnen zu 
kSnnen, m~sen wit noch ihre Verteilung fiber die Richtungen im Raum 
beachten. Zufolge der Transformationsformel f~r die Energie, die ffir 
Lich~ die Form 

r 

E = g ' - - f l c p ,  _ E'(1-- f lcosO) ~ (6) 
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(O = Winkel zwinchen der Flugrichtung den Kemn und der Emisnions- 
richtung der Strahlung im Ruhsyntem) annimmt, wird in der Flugrichtung 
des Kerns emittierte Strahlung mit dem Faktor (1--fl) ~ ~__ !/2~, ent- 
gegengesetzt gerichtete Strahlung dagegen mit dem Faktor (1 & fl) ~ ~ 2 
multipliziert. Andererseits ist die emittierte Strahlung axialnymmetriseh 
um die Richtung der Besehleunigung des Elektronn verteilt, die ihrerseits 
auf der Flugriehtung des Kerns senkreeht steht; man hat daher (5) noeh mit 
einem Faktor der GrSl~enordnung ~ zu multiplizieren. So folgt 

, . . . ,  ~:,, ~ ~:2 (7) 

~/~:, der Bruehteil der Genamtenergie ,der beim StoBabstand r emittiert 
wird, fiber alle mSglichen StoBabnt~,nde integriert, liefert den ,,Wirkungs- 
quersehnitt" des Kerns ffir diene n Strahlungnprozel~. ~ Wir wollen uns jedoch 
bei der Integration auf diejenigen Stolilabst~nde beschr~inken, bei denen die 
Vorausnetzung yon (7), die klassinehe Theorie der Aunntrahlung, noeh 
gilt, und den Tell den Wirkungsquersehnitts, den wir no erhalten, dann 
mit dem yon Hei t ler  und Sauter  quantenmeehanisch berechneten Ge- 
namtquernehnitt vergleichen. 

Die Gfiltigkeitsgrenze der klassischen Rechnung ergibt sich daraus, 
dal3 wir dan Elektron quantentheoretisch nicht genauer aln mit einer Ortn- 
unbestimmtheit A x ~, h/mc lokalisieren dfirfen, weil sonst seine in die Be- 
reehnung der Ausstrahlung eingehende Genehwindigkeit vSllig Imbestimmt 
wird. Ein solches Wellenpaket wird sich aber nur solange nach der klassischen 
Theorie bewegen, als dan ~ul3ere ])'eld nicht auf Strecken yon der GrSl~en- 
ordnung A x merklich variiert. Die Breite, innerhalb deren dan lorentz- 
kontrahierte Coulomb-Feld stark variiert, int aber r/~. Also gilt die klasnische 
Rechnung tinter der Bedingung 

~- > ~. ~:. (8) 

Der Beitrag des durch (8) erlaubten Gebietn zum Wirkungsquersclmitt ist 

qk ,~ , . .~ j '~rdr=Z 2d8 Z 2d'2 
- " - '  ( 9 )  

~. ~ 137 

Die Formel von Hei t ler  uncl Sauter  lautet dagegen 

q - - - - ~  41og2r  �9 (10) 

Unsere Abseh~tzung hat also nahezu die riehtige GrSi~enordnung geliefert. 
Die durch das logarithmisehe Glied in (10) aungedrfiekte Abhiingigkeit 
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des Wirkungsquerschnitts von $ ergib~ sich jedoeh erst dutch eine Bertiek- 
siehtigung der kleineren StoSradien, zu der ein quantenmeehanisches 
Analogon der M ethode dieses Paragraphen notwendig ist. 

8~2. 1dee der quantenmechanischen Rechnung. Fehlerabsch5tzung. 
Wollten wit die klassische 1Rechnungsweise unmit~elbar in die Quanten- 
meehanik iibertragen, so wiirde die Reehnung sehr kompliziert. Wir kSnnen 
die Sehwierigkeiten jedoeh an eine Stelle schieben, wo sie seit langem 
gelSst sind, indem wir das Kernfeld als Strahlungsfeld auffassen, und die 
Ausstrahlung dutch das Elektron, die es verursaeht, als Streuung naeh der 
Formel yon Kle in  und Nishina  bereehnen. 

Zwar l~$t sieh das Coulomb-Feld als Ganzes nicht wie ein Strahlungsfeld 
als Superposition transversaler ebener Wellen darstellen, da es nieh% di- 
vergenzfrei ist. Far die Bereehnung der Ausstrahlung ist jedoch nut der 
zeitliehe und r/~umliehe Verlauf des Feldes in dem l~aumgebiet wiehtig, 
in dem sieh das Elektron befindet. Wenn dieses Gebiet klein ist, so da$ 
man darin yon der Variation der FeldstArken senkrecht zur Fortpflanzungs- 
richtung tier Felderregung (d. h. zur Flugrichtung des Kerns) absehen 
kann, und wenn die Gesehwindigkeit des Kerns und damit seines ganzen 
Feldes sich yon der Lichtgeschwindigkeit nut noch wenig unterseheidet, 
so 1/~13t sieh der Gesamtverlauf des Feldes in diesem Gebiet nahezu als 
0berlagerung transversaler ebener Wellen darstellen, die sieh in der Flug- 
riehtung des Kerns fortpflanzen; man hat dann also nur den zeitlichen 
Verlauf der Feldst~rken filr jeden StoSabstand einzeln einer Fourier- 
Analyse zu unterwerfen. 

Wit wollen den Genauigkeitsgrad dieser Ann~herung untersuchen. 
Die Ersetzung des Kernfeldes dutch ein Strahlungsfeld enth~lt vier Un- 
genauigkeiten: 

1. Das Kernfeld bewegt sich nicht genau mit der Lichtgesehwindigkeit. 

9,. Das Kernfeld ist nieht streng transversal. 

8. Elektrische und magnetische Feldst~rke sind im Kernfeld nieh~ 
genau gleich gro$. 

4. Das Kernfeld variiert auch innerhalb des yore Elektron ein- 
genommenen :Raumgebie~s noeh senkrecht zur Bewegungsrieh~ung. 

Die erste Ungenauigkeit ist yon der GrS$enordmmg 1/$ z. $ ist ja mit 
der Kerngesehwindigkeit dutch (1) verbunden; daraus folgt 

o--v_ I--/~ = 1 . ( 1 1 )  
c 9, $2 
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Die zweite Ungennuigkeit ist von der GrSBenordnung 1/~. Denn 
nach (3) unterseheiden sich die senkreehten Feldkomponenten yon den 
parallelen um den Faktor ~. 

Die dritte Ungenauigkeit ist naeh (11) wieder yon der GrSBenord- 
nung 1/~ ~) da sie nut davon herrtihrt, dab in (3a) ~, in (Sb) dagegen 

[ ~  ~]  vorkommt. 

Die vierte Ungenauigkeit h~ing~ yore StoBabstand ab. Da das Wellen- 
pnket des Elektrons mindestens die Breite 2 haben muB, ist die Variation 
der Feldst~rke quer dureh dns Wellenpaket 

O~ 2Ze 
Ar - ~ 2  = ~ 2 ,  (12) 

und die relative Variation 
A ~  9.2 
. . . .  (18) 

r 

Dies ist ~ 1/~ for r = 2~ und- wird yon der Gr6Benordnung 1 ffir r = 2. 
Far r < 2 wiarde die Methode also vSllig versagen; da die Reehnung jedoeh 
zeigen wird, d~B die Ausstrnhlung sehon b~im StoBabstand r ~ 2~ wesent- 
lieh zu werden beginnt, wird der relative Fehler, den die Vernnehl~ssigung 
dieser Variation verursaeht, im Mittel tiber alle StoBabst~nde > 2 doeh 
mit waehsendem ~ versehwinden. 

Wir diirfen also erwarten, daB unsere Methode bis au~ Fehler der 
GrSBenordmmg 1/~ die rieh~ige Ausstrahlungswahrseheinliehkeit liefert, 
wenn wit noeh zeigen kSnnen, dab bei StoBabst~nden < 2, wo sie nieht 
mehr zusti~ndig ist, keine mit dem integrierten Effekt flit gr6Bere r ver- 
gleiehbnre Ausstrahlung mehr effolgt. Um das einzusehen, vergleiehen 
wir ein Wellenpaket in grol3em Abstnnd yore Kern mit einem Weltenpaket, 
durch das (ira Ruhsystem) tier Kern hindurehfliegt. Im ersten Fall er- 
fahren, wegen tier Konstanz der Kraft quer dutch das Wellenpaket, nile 
seine Teile dieselbe Besehleunigung, nnd die yon den versehiedenen ~aum- 
punkten im Wellenpnket emittierten Strnhlungen werden sieh in der Weise 
superponieren, wie es bei der Ablei~ung der Klein-Nishina-Formel voraus- 
gesetzt ist. Im zweiten Fall erfahren dagegen solehe Teile der Ladungs- 
verteilung, die auf versehiedenen Seiten der Bnhn des Kerns liegen, Be- 
sehleunigungen yon entgegengesetzter Riehtung, und die yon ihnen emit- 
tierten Strahlungen sehwingen daher mi~ entgegengesetzter Phase. Solnnge 
das Wellenpaket klein ist gegen die Wellenl~nge des emittierten Liehtes, 
wird seine AusStrahlung infolgedessen dutch Intefferenz ausgel6seht werden. 
Nun zeigt die Reehnung (vgl. w 4, 1), dal~ yon alien Wellenl~ngen, die in 
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der Fourier-Analyse des Coulomb-Feldes enthalten sind, nur die (verglichen 
mit der Halbwertsbreite des lorentzkontrahierten Feldes bei den ent- 
scheidenden StoBradien) langen Wellenl~ngen der GrSBenordnung ~t ffir die 
Streuung wesentlich sind. Die Wellenpakete, mit denen wit noch reehnen 
dfirfen, sind also nieh~ mehr wesentlieh grSBer als die Wellenliinge des 
Streuliehtes, und wir haben daher aueh kein Anwachsen der Ausstrahlung 
mehr zu erwarten, wenn sie 4em Kern so nahe kommen, dab er dutch sie 
hindurchfliegen kann. Wir werden folglich in den kfinftigen Reehnungen ~ 
als minimalen StoBabstand einsetzen. 

w 3. Berechnung der Ausstrahlung im Coulomb-Feld. Sei h eo ----- ~r mc ~ 
die Energie des emittierten Lichtquants (~ ~ ~/~ bezeiehne dieselbe Energie, 
gemessen in Einheiten der Prim~renergie des Elektrons), so ist nach den 
Reehnungen yon H e i t l e r  und S a u t e r  der differentielle Wirkungsquer- 
sehnitt Ifir die Emission eines Quants zwischen e und e W de 

4Z'd~ d~ [~ ]( 2~ 1-~ ~) 
( 1 - - e ) + ~  log �9 (14) 

dq ---- 137 e e 

Diese Formel soll folgendermaBen abgeleitet werden: Zun~chst wird 
ffir jeden StoBabstand die Fourier-Analyse des fiber das Elektron weg- 
streiehenden Kernfeldes vorgenommen. Aus jeder Komponente wird ein 
gewisser Bruehteil herausgestreut mit einer aus der Klein-Nishina-Formel 
folgenden Intensitiitsverteilung fiber die Streuwinkel. Die Frequenz ~o' 

I 

des gestreuten Liehtes folgt aus der Frequenz eoo der Komponente, der es 
entstammt, und dem Streuwinkel naeh der C o mpt  o nschen Formel. Nun 
geht man dutch Lorentz-Transformation ins Kernsystem fiber und faBt 
alle diejenigen Streustrahlungen zusammen, die hier Frequenzen zwisehen 
und e + d~ haben. Zu jeder Streuriehtung gibt es nut eine prim~re Fourier- 
Komponente, die naeh der Energie-Impulsbedingung beim Compton- 
Effekt gerade die richtige gestreute Frequenz liefert; somit ist nut eine 
einmalige Integration fiber alle Streuwinkel und dann eine Integration 
fiber alle StoBabst~nde notwendig. GrSBen der Ordnung 1/~, ffir die das 
Veffahren naeh w 2 ohnehin versagt, sollen bei dieser Rechnung stets ver- 
nachl~,ssigt werden. 

Wit haben zun~ichst die Intensit~t der auf das Elektron fallenden 
,,Strahlung" zu bestimmen, d. h. die in der Zeiteinheit dutch die Fliichen- 
einheit tretende Energie. Sie ist gegeben dutch den Poynt ingsehen  
Vektor 

(15) = ~--~ [~  .~]. 



Ausstrahlung bei StSlten sehr sehneller Elektronen. 619 

Da die im ganzen eingestrahlte Energie endlieh ist (der Energieinhalt 
des Coulomb-Feldes in dem unendlieh langen Zylinder, den das Elektron 
beim Stol~ durchstreicht), interessiert uns das Zeitintegral yon ~ bzw. sein 
Absolutbetrag 

f 8 Z ~ e ~ 
F = I ~ l d t  - 82 r ~ ~" (16) 

Zur spektralen Zerlegung dieses Feldes branehen wir die Fourier- 
Komponenten der elektrischen Feldst~rke; da wir yon dieser nur den zur 
Bahn senkrechten Anteil berticksiehtigen, der in der Zeit symmetrisch ist, 
schreiben wir 

o o  

1 I �9 _ ~ = ~  /(~o~ 
o 

t 
cos Wo t d (o0 (17) 

und erhalten 

_~__~f , Ze~f r cos w'ot d t  l(eoo) = ej_eoseootdt = ~ (r~+c2~t.2)~/2 
- - o o  ~ - o o  

Es gilt dann 

. f ,  ' I I ' @ o ) d ~ o =  e]_dt= l i e s ] ] a t = - -  . 
0 

(18) 

(19) 

C 
Daher liegt es nahe, F~,~ --= ~ ]2 @'o) als das Zeitintegral der Intensit~t 

pro Frequenzintervall zu bezeichnen und als Ausgangspunkt fiir die Be- 
rechnung der Streuung nach der ja nut auf monochromatisches Licht 
anwendbaren Klein-Nishina-Formel zu verwenden. Die~em Reehenver- 
fahren liegt natiirlieh die Voraussetzung zugrunde, dal3 die Wirkungen 
der verschiedenen Frequenzen in der Fourier-Analyse iiberhaupt getrennt 
bereehnet werden diirften, d.h.  dal~ es erlaubt sei, yon tier zwischen ihnen 
bestehenden Phasenbeziehung abzusehen (zur l~echtfertigung dieser An- 
nahme vgl. w 4, 8.). 

Die Auswertung des Integrals (18) f~Lhrt auf Zylindeffunktionen; 
bei dem hier angestrebten Genauigkeitsgrad gentigt jedoeh die folgende 
Schematisierung. Die in (18) als Fak~or yon cos ~o' o t auftretende Feldst~,rke 

t 
hat als Funktion der Zeit ein steiles Maximum bei t = 0; solange 1/r o 
klein ist gegen die Halbwertsbreite dieser Funktion (d. h. gegen die StoSzeit) 
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ist der cos mit ihr vergliehen langsam veri~nderlieh, und / (c%) hat nahezu 
den konstanten Weft 

( ? )  ]~1 1 ~ (20) 
r c  

Ist. 1/oJ' o umgekehrt grol~ gegen die Stol3zeit, so verschwindet das Integral 
dutch Interferenz. Wenn wit f unterhalb einer gewissen Grenzfrequenz 
konstan~ annehmen uncl oberhalb derselben gleich Null setzen, begehen 
wir daher keinen grol~en Fehler; der besondere Umstand, dal~ sieh i~berhaupt 

q~b C ~" 
nur die kleinen Prim~rfrequenzen eoo ~-~--~-- als wesentlich erweisen 

(vgl. w 4, 1.), bewirkt, da~ die Abweichung in der bier vernach- 
liissigten GrSl3enordnung bleib~. Die Grenzfrequenz setzen wir un- 
gefahr gleich der Stol3zeit; ihre genaue Festlegung [d. h. die exakte 
Angabe des Faktors k in Gleiehung (21), dessen GrSl]enordnung 1 
ist] wird slch fi~r unsere Zwecke als unnStig herausstellen. Fi~hren 

, hco~  
wir noch die dimensionslose Frequenzvariable ~o -~ - -  ein, so Iolgt 

m v2 

a'o > k - -  �9 (21) 

r 

Naeh Klein  und Nishina  ist nun die aus dem Frequenzinte~wall d~ o 
ins Winkelintervall d g2 gestreu~e Energie 

m c ~ . d ~' (r, ~o, O) 

d ~ 1+cos  ~O / ( 1 - c o s O )  ~ \d  ' 
o 2 [1 + ~'o (1-  cos O)] 3 ~1 + cr (1 + c o s ~ - 0 - ~  cos O)l) ao dg .  (22) 

p 

Die Prim/irfrequenz ~o h/ingt mit der gestreuten Frequenz ~' nach der 
Comptonsehen Formel 

Ot'o ---- 1 - -  ~' (1 - -  cos O) (o3) 

zusammen; aus s und O folgt die gestreute Frequenz im Kernsystem 
naeh (6). (23) und (6) ergeben zusammen 

, ~ , d ~ (24) 
~o---- (1 - -  e) (1--  cos O) ' d~~ ~ (1--  e)'~ (1--  cos O) 
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Damit erhalten wit ffir die in das Frequenzintervall d s u n d  das Winkel- 
intervall dY2 gestreute Energie aus (23) 

d 2 

mc2.d~(r, 6,0) =F~-~[(l~eos'~O)(1--e)-l-s~dsdf2. (25) 

, ' ~  F~ hat denselben konstanten Weft wie F ~  in (21)" die Bedingung % ~ - -  
forint sieh naeh (24) um in 

r ' 

cos O ~ 1 - -  e (26) 

Diese Bedingung hat ungeffihr den folgenden ansehaulichen Sinn: Das 
Coulomb-Feld enth~It nicht beliebig hohe Frequenzen, undes  ist daher 
unter Umst~nden die vorgegebene Endfrequenz ~ so hoch, dal3 sie im Streu- 
licht gar nicht mehr vorkommen kann. Dies geschieht naeh (26) am frfihesten 
bet kleinen Streuwinkela O; dean hier verliert das Licht zwar beim Compton- 
Effekt nut wenig Energie, seine Frequenz wird aber durch die Lorentz- 
Transformation, die den Kern exakt zur Ruhe bringt, sehr stark herab- 
gesetzt. Das unter O--~ 7c gestreute Lieht hat dagegen hSchstens (bet 
unendlich harter Prim~rstrahlung) die Compton-Frequenz , gewinnt aber 
durch die Lorentz-Transformation wieder den Faktor 2 ~. Bet hinreichend 
kleinen Maximalfrequenzen der Fourier-Analyse des Coulomb-Feldes 
(d. h. bet hinreiehend groi3en Stol~abst~nden) wird jedoch die Streustrahlung 
unter keinem Winkel mehr genfigend frequent seth; dem entspricht, dal3 (26) 
fiberhaupt nut erffillbar ist, solange 

r_  < k ~ (1 - -  ~) (27) 

Die im ganzen in das Frequenzintervall de emittierte Energie ergibt 
sich dureh Integration yon (25) fiber alle durch (26) erlaubten Winkel. 
Die Rechnung wird noeh vereinfaeht, wenn wit yon vornherein die Be- 
dingung (27) in Betraeht ziehen. Sie besagt, dal~ r/~t ~ (aul~er ffir die im 
Gesamtresultat unwiehtigen sehr kleinen Werte yon e) nieht wesentlieh 
grS~er als 1 werden kann. An der unteren Grenze ( ~  4) ist diese Gr61~e 
yon der Ordnung 1/~, und wir erhalten daher, wean wir sie in den Formeln 
neben GrSl3en der Ordmmg 1 vernachlassigen, im ganzen nur einen Fehler 
in den Gliedern der Ordnung 1/~. 

Damit reduziert sich (26) auf die triviale Bedingung cos O ~ 1) und 
wit erhalten 

d ,  ( r , ~ ) :  2 , F , ~  [~(1--~)- t -  e ' ]d~.  (28) 
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Die Ausstrahlungswahrscheinlichkeit ist gleich dieser Energie, dividiert 
dutch die Energie des emittierten Quantums: 

d~ 9, Z2da[~ , ] d e  
dw (r,e) -7- = • ,~r~ _ ( l - - e ) + e j T .  (29) 

Der differentielle Wirkungsquersehnitt wird sehlieBlich 

dq(e) = 2~ f dw(r,~)rdr= 4Z2d'~[~(1-e)+e2]log2k~(-le -e) .de ls---T -7" (8o) 
Z 

Dieser Ausdruek ist mit dem ersten Glied yon (14) bis auf den Zahlfaktor k 
unter dem Logarithmus identiseh; die darin liegende Unbestimmtheit 
ist jedoeh bereits yon der Gr6Benordnung der bier vernaehl~ssigten Glieder. 

~* 4. Erlduterungen und Ergi~nzungen. 1. Verziehten wir auf Ableitung 
des di//erentiellen Wirkungsquerschnitts, so l~l~t sieh der fiir die Formel 
yon H e i t l e r  und S a u t e r  charakteristische Faktor log ~ dureh die folgende 
zusammenfassende Uberschlagsrechnung ansehaulich herleiten. Die am 
Ort des Elektrons im ganzen dutch die Fl~cheneinheit tretende Energie 
ist grSBenordnungsm~Big gleich dem Energiestrom mal der StoBzeit t, 
d. h. naeh (15)und wegen ]~[ "~ [.~[: 

Die Fourieranalyse des Kernfeldes enthglt mit gleicher Intensitgt alle 
Frequenzen yon Null bis 1/t. Die Energie pro Frequenzintervall ist also 

/Ze \2 / r ' 2  , 

Von allen Primgrfrequenzen haben wit nun iiberhaupt nut diejenigen zu 
m o  ~ 

beracksichtigen, die nieht wesentlieh grSBer als ~ (~o ~ 1) sind. Denn 

wie sieh aus (22) dutch Lorentz-Transformation und Integration fiber die 
Winkel herleiten lgBt, nimmt die Ausstrahlungswahrscheinliehkeit fiir 

log~ o 
groBe ~o wie ~r ab. Der Faktor 1 - -  - - ,  um den sich dieser Ausdruck 

% 
yon der Streuwahrseheinliehkeit nach Kle in  und Nish ina  unterseheidet 

(diese geht ja mit l~176162176 riihrt von der Lorentz-Transformation her: 
\ 

~0  / 

der gr6Bte Tell der gesamten Streuenergie geht nach vorn ~ fikr gr0Be ~o 
1 

wird die H'~lfte der Energie in das Winkelintervall zwisehen @ = •  
0r o 
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gestreut -- ,  und dieser Anteil erh~lt bei der Lorentz-Transformation einen 
sehr kleinen Faktor. Die gesamte ausgestrahlte Energie wird also 

m o 2 

h j- ~ ~d 2 2"~,odeO o = ~d2 mc2 Z2 e ,,. Z2 d2 ~ m c  ~ 

- -  h -  c r  '~ ~ 137  r ~- (33)  
0 

Der Faktor d 2, der in (33) auftritt, riihrt yon der Thomson- bzw. Klein- 
Nisbina-Formel her, der Faktor ~ yon tier Lorentz-Transformation (vgl. w i). 
Bei der Integration fiber die Stol~abstiinde w~hlen wit nun als untere Grenze 
wieder 4, und als obere Grenze 2~, da oberhalb dieses Abstandes naeh w l 
die klassisehe Absehi~tzung gilt, deren Gesamtergebnis yon der bier ver- 
naehli~ssigten GrSl~enordnung ist. So folg~ ffir den Wirkungsquersehnitt 

I _ ~ c U  Z2d'~fdr Z 'd '  q~,~ rdr---= ~ -  r -- 137 log~. (34) 
2 X 

2. Da wesentliche Beitr~ge zur Ausstrahlung, insbesondere das 
togarithmische Anwaehsen mif ~, yon grol3en Stol3abst~nden herrfihren, 
ist es klar, dab die Berficksichtigung der Absehirmung die Formel wesentlieh 
~ndern wird. Qualitativ liil3t sich die 2~nderung leieht fibersehen, wenn wit 
als obere Grenze der Integration in (34) nieht ;t~, sondern (fitr ~ > 137 Z -  ~/a) 
den Absehirmungsradius aDZ-~/a (a ~ = Wasserstoffradius) einsetzen; wit 
erhalten 

Z 2 d 2 a o Z -  1/a Z ~ d ~ 137 (35) 
q "~ 137 log ] ---- 13--7- log Z~/a, 

in Ubereinstimmung mit der ersten N~herung der yon Bethe  (I. e.) ab- 
geleiteten Formel. 

In der bisher benutzten, hier ffeilieh nieht mehr sehr genauen N~herung, 
in der das erste, logarithmisehe Glied der Formel ffir den Wirkungsquer- 
schnitt als grol~ gegen die fibrigen angesehen wird, liil3~ sieh fibrigens auch 
der differentielle Wirkungsquersehnitt Ifir ein abgesehirmtes Feld nach der 
Thomas-Fermi-Methode ohne neue Rechnung bes~immen. Zuniichst ist 
es klar, dai~ sich fiir Frequenzen des emittierten Lichtes, bei denen der 
durch (27) gegebene obere Grenzradius kleiner is~ als der Absehirmungs- 
radius, gar nichts ~ndert. Ffir die fibrigen Frequenzen haben wir zu beachten, 
dal~ (28), vom Werte der Funkt ion/~ abgesehen, ohne Bezugnahme auf 
die spezielle Form des Atompotentials abgeleitet ist. Bei Stol3abstiinden, 
die klein gegen den Abschirmungsradius sind, gilt das Cotilomb-Gesetz 
in binreichender N~herung; hier dfirfen wir daher ffir/~ den im Coulomb- 

Zei t schr i f t  Ifir Phys ik .  Bd. 88. 41 
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Feld gtiltigen Weft benutzen. Im iiuSeren Gebiet f/illt F, relativ raseh gegen 
~ull ab. Wir beri~cksichtigen das hinreiehend genau durch Einsetzung 
eines Stol3abstandes der GrSl~enordnung aoZ-~/~ als oberer Integrations- 
grenze; der Faktor yon der GrSBenordnung 1, um den dieser Abstand 
dabei unbekannt bleibt, tritt nur unter dem Logarithmus auf, wo in der 
verwendeten Methode ohnehin ein Zahlfaktor unbestimmt ist. Wir er- 
halten so 

dq(~) 4Z~d'[~ ] .  187 d~ 
-- 137 ( 1 - - s ) - 4 - s  ~ l o g ~  - ~ .  (86) 

3. Schliel31ich soll ein mSglicher Einwand gegen die bier verwendete 
Reehenmethode noch kurz besproehen werden. Wir haben die Streuung 
jeder Fourier-Komponente ftir sich berechnet, ohne u n s u m  die Phasen- 
beziehung zu kiimmern, die zwischen ihnen besteht. Es ist die Frage, 
ob nich~ die Interferenz der Streuwellen unsere l~esultate fiir die emittierte 
Energie /~ndern kSnnte. Zur Illustration der Wiehtigkeit der Phasen- 
beziehungen kSnnte darauf hingewiesen werden, daI~ das Coulomb-Feld 
einen einseitigen Stol3 auf das Elektron ausiibt, wiihrend die einzelnen 
ebenen Wellen, aus denen wir es superponieren, die Riehtung auf den 
Kern zu gar nieht vor der vom Kern weg auszeichnen. 

Die N~herung, in der die Phasenbeziehungen wiehtig werden, ist 
jedoeh vonder hier verwendeten versehieden. Z. B. wird ja die Einseitigkeit 
des Coulomb-Feldes formal dutch die Fourier-Komponente mit unend- 
lieher Wellenl~nge besehrieben; die physikalisehe Sehwierigkeit besteht 
nur darin, dal3 beim Sto~ ein endlieher Energiebetrag auf das Elektron 
iibertragen wird, dem eine Energieentnahme aus den Fourier-Komponenten 
eines endliehen Frequenzbereiches entsprechen mull D.h.  die Einseitigkeit 
des Stol~es wird ein Problem erst in der Niiherung, in der wir uns ffir die 
Riickwirkung des Elektrons auf das primiire Strahlungsfeld interessieren 
miissen. Hierin spricht sieh der allgemeine Sachverhalt aus, dal3 wit die 
Wirkungen eines Feldes auf ein Elektron solange unabh/~ngig superponieren 
dtirfen, als die Kopplung zwischen Feld und Elekt~ron klein ist. 

Uber die Gifltigkeitsgrenzen dieser Voraussetzung, die nati~rlich auch 
dem N/~herungsverfahren der eingangs zitierten Arbeiten zugrunde liegt, 
fiLhren unsere bisherigen Betrachtungen zu folgendem Schlu$. Allgemein 
ist ein Versagen tier N~therung erst zu erwarten, werm Lineardimensionen 
yon der GrSl3enordnung des Elektronenradius wesentlieh ins Spiel kommen. 
Da fiir ~: > 187 die Fourier-Analyse des Coulomb-Feldes aueh fiir Stol~- 
radien > ~ Wellentangen yon dieser GrSl~enordnung enthi~lt, wt~rde man 
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zunachst vermuten, dal3 ~ ___~ 137 die obere Grenze fiir die Giiltigkeit 
unserer Formeln ware. Hier ist abet zu beachten, dab nach Nr. 1 dieses 
Paragraphen der gesamte Effekt yon Wellenlangen herriihrt, die nich~ 
wesentlich kleiner als 2 sind, unabhangig davon, wie kurzwellige Fourier- 
Komponenten alas Feld noch enthalt. Wenn wir also nut die plausible 
Annahme machen, dal] die sehr kurzen Wellenlangen nicht wieder gr51~en- 
ordnungsmal3ig starker gestreut werden, als es nach K l e i n - N i s h i n a  
zu erwarten ware, dtirfen wir unsere Formeln auch fiir beliebig grol~e 
noeh als richtig ansehen. 

Die vorliegende Arbeit ist die Ausarbeitung der Resultate einiger 
Diskussionen, die vom September 1933 an im Kopenhagener Institut 
unter Leitung von Herrn Prof. N. Bohr  stattfanden, und zu denen vor 
allem die Herren G. Beck ,  W. H e i s e n b e r g ,  L. L a n d a u ,  E. Te l le r  
und E. J. Wi l l iams wesentliche Beitrage lieferten. - -  Ich mSehte diese 
Gelegenheit gern benutzen, um Herrn Prof. Bohr  f ~  die schSne und frucht- 
bare Zeit, die ich in seinem ]nstitut zubringen durfte, meinen herzlichsten 
Dank auszudriicken. 

41" 


